mp!exc:s em
adelos
nomicos Simples

ucdao

uns temas na Teoria Eco-
10mica tém a caracteristica

| recorrentes; sempre retor-
debate com uma certa re-
ade, como sdo os casos da
auto-corretiva dos siste-
omicos e o da instabilida-
ilibrio'. Combinados, es-
as evidenciam a caracterfs-
inear dos sistemas econd-
e, de alguma forma, séo
nos seus niicleos. O retor-
uestdes reforga o fato
eoria econdmica ainda,
segmu explicar de forma
‘ '0 equilibrio econdmi-

idade gerada por movi-
licos e caéticos, aparen-
sdo compativeis com
quilibrio geral walra-
nte os tltimos 30 anos
a de estudo dos siste-
ares avangou muito.
cadticos tornarame-se

is comuns em vdrias
onhecimento, e.g., Bio-
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logia, Fisica, Quimica, Meteorolo-
gia e Economia. Com o foco neste
novo campo de pesquisa® podemos
afirmar que apesar dos sistemas di-
nimicos complexos ndo apresen-
tarem um equilibrio da forma espe-
rada pela Teoria do Equilibrio Ge-
ral, isto nfo quer dizer que estes
equilibrios nfo tenham interesse
teérico, pelo contrério, o caos de-
terministico corrobora e muito no
entendimento das flutuacoes cicli-
cas’.

Grandmont (1992) demonstrou que
em uma economia monetdria com-
petitiva, em que o ambiente € esta-
ciondrio, haverd flutuagdes
deterministicas de grande duragdo
e persisténcia sob um regime de
laissez faire, contradizendo a visdo
corrente de que qualquer desvio da
trajetéria de longo prazo do equi-
librio walrasiano deva ser conside-
rado como puramente transitério.
Com esta demonstragio, represen-
tar o sistema através de um mode-
lo que gerasse um equilibrio esta-
ciondrio tornou-se questiondvel.
Apesar dos economistas observa-
rem este problema em seus mode-

maior na literatura dos ciclos econdmicos.
nos conceitos de atratores estranhos e drbitas estdveis.
porgue ndo precisamos gerar choques externos irreatistas-cont a finalidade de explicar os dados economicos.

los de ciclos econdmicos, 0 méxi-
mo alcangado foi inserir uma va-
ridvel estocdstica, procurando com
isto gerar choques externos ao sis-
tema. Infelizmente, estes modelos
conseguiam apenas preservar o
equilibrio estacionario sem contu-
do explicar o fundamental, i.e., 08
ciclos econOmicos.

Este artigo tem por objetivo apre-
sentar a Teoria do Caos sob uma
linguagem simplificada para que os
economistas que ndo tenham for-
macdo matemdtica possam apre-
ciar e mensurar o impacto do caos
sobre a Teoria Econdmica. A ins-
piragdo para este enfoque foi o tra-
balho de Robert May “Simple
mathematical models with very
complicated dynamics”, publicado
em 1976 na revista Nature. Neste
artigo May desenvolveu um siste-
ma dindmico discreto ndo-linear
para introduzir a Teoria do Caos
Deterministico. No presente traba-
lho usaremos o modelo descrito por
May para apresentar algumas con-
clusbes curiosas sobre a teoria. A
ordenagfo serd a seguinte: na pri-

L
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meira secdio apresentamos uma
breve historia sobre a utilizagdo dos
modelos matemdticos em econo-
mia terminando com uma conside-

1. Uma Breve Histéria da

Escola Matematica data de

meados do século passado,
com as contribui¢des de Cournot,
Walras e Jevons. Na mesma épo-
ca, se dd o surgimento da Escola
Marginalista (Neocldssica) e 130
niio & uma feliz coincidéncia, jaque
seus membros criaram alguns dos
pressupostos, “equivocados”, ne-
cessdrios para o desenvolvimento
dos primeiros modelos econdmi-
cos. As hipéteses neocléssicas,
convenientemente, construframum
mundo econdmico perfeito, longe
de todo caos social que 0 capitalis-
mo da época enfrentava. Este mun-
do perfeito tornou-s¢ O verdadeiro
objeto da Teoria Econdmica Mo-
derna. *

Os pressupostos hedonistas de
Bentham tiveram uma influéncia
muito grande nos economistas
marginalistas do século XIX. To-
das as regras de comportamento
dos agentes econdmicos, a hipote-
se da maximizagdo da utilidade S e
muitos outros pressupostos frans-
formaram a economia em um gran-
de modelo matemdtico. Os esfor-
cos dos economistas, € mais tarde
dos econometristas, foram 0 de ex-
plorar este mundo tedrico em bus-
ca da melhor especificago fun-

5 Conceitos bdsicos do homo economicus.

ragio sobre 08 modelos complexos.
A segunda parte apresenta uma in-
troducgdo da teoria do caos. En-
quanto na terceira secio desenvol-

Economia Matemdtica

" cional que mais se aproximasse do

modelo verdadeiro, além de tentar
desvendar as leis de movimentos
das varidveis chaves da economia.

Portanto, este ledo engano ndo €
exclusivo dos economistas, mas
sim de quase todos 0s cientistas dos
séculos XIX e XX. Talvez a maior
razdo para este equivoco teria sido
a grande influéncia da légica
aristotélica - que busca explicar
todos 0s eventos através da causa-
lidade. Esta forma de raciocinio
moldou a maneira ocidental de
pensar ¢ até mesmo de explorar o
universo, ja que formalizamos to-
das as questdes sob a perspectiva
de causa e conseqiiéncia. Um ou-
tro elemento que Veio contribuir
para a nossa forma de buscar 1es-
postas as nossas indagagdes cien-
tificas foi o isomorfismo ¢ de Des-
cartes, gerado de uma matemdtica
universal que conduziu as possi-
bilidades de formalizagdo de teo-
rias divergentes .

Além das questdes anteriores, 08
economistas ao aceitarem a hip6-
tese da unicidade do equilibrio ge-
ral, ou seja, a existéncia de um dni-
co vetor prego que equilibre a ofer-
ta e a demanda em todos 0s setores
da economia gerou mais um equi-

4 Para ser mais preciso poderfamos dizer de a tradigdo neocldssica.

alguns modelos ndo-lineares foram adotados, co

gue de alguma forma sdo bem comportadas.

vemos um modelo econdmico sim-
ples que apresenta movimentos
caéticos. A tltima segdo contémas
conclusdes do artigo.

voco. Esta premissa, implicitamen
te imp0s a linearidade dos merca
dos, ja que este tipo de equilfbrio:
facilmente atingido em modelo
lineares. Ndo sabemos, entretantt
se os modelos ndo-lineares fora
evitados por reconhecer a sua ¢
pacidade de gerar complexidad
sem aleatoriedade, ou por causa
crenga de que O mundo real poc
ria ser melhor representado [
equagdes lineares 8,

Se o equilibrio geral era 0 objet
dos econormistas, nem todos oS
forgos de criarem pressupostos,
como os da racionalidade dos ag
tes, informagdo perfeitae o con
to de convergéncia de Wal
tatonnement, poderiam mant
estabilidade do modelo. A T
mais importante para o frac
dos primeiros modelos mater
cos em economia foi devidoa
linearidade intrinseca destes It
los, gerando trajet6rias instdve
longo do tempo. Apesar dose
cos de vérios economistas, ¢
Clark e Pigou, em criarem t¢
que garantissem a 16gica intet
teoria neocldssica, a nao-1t
dade continuava a aparecc
modelos econdmicos.

6 Termo utilizado por Damisio(1994), explicando a semelhanga entre 05 modelos matemdticos e d realidade observada.
7 Este ponto de vista é tratado extensivamente por Bertrand Russel (1938) e por Aratijo (1994).
® Talvez este ndo sejit 0 €4so, jd que mais tarde

fungdes de produgdo cobb-douglas e de CES,

mo ¢ o caso dos modelos de crescimento,



dois problemas que também
vam na esséncia do desenvol-
to da economia matemdtica
ys modelos dindmicos, com
resentacdo explicita do tem-
que ndo gerava problemas de
rgéncia quando as trajetd-
am de estado estaciondrio e
roblemas gerados pelo aumen-
de dimensdes dos modelos que
onvergiam. Virias solugdes
am criadas durante a primeira
ide deste século, mas todas re-
sam dos modelos exatamente a
caracterfstica mais importante
era a diversidade de trajetéri-

 ltimos 25 anos foram de
-~ fundamental importincia
ra a ciéncia, j4 que uma nova
cepcio acerca da dindmica dos
enos que evoluem no tempo
cou a ser desenvolvida. A
berta matemética da dindmi-

as. Para uma avaliacdo mais deta-
Ihada sobre estes modelos: ver
Damadsio (1994).

Para os economistas, a questdo ndo
era a de moldar a realidade a teo-
ria econdmica, mais sim a de mio-
delar a teoria a realidade observa-
da. Durante muitos anos parecia
que esta verdade aparentemente
simples tinha sido esquecida. Ape-
sar de existirem vdrios modelos
onde varidveis estocdsticas faziam
o papel de ndo-linearidade, geran-
do trajetérias ciclicas e errédticas.
Mesmo assim estes ndo podiam

0Os Modelos Ndao-Lineares em Economia

ca cadtica dos sistemas nado-linea-
res transformou a nossa maneira de
prever o comportamento dos siste-
mas dindmicos. O adjetivo cadtico
transmite a idéia da capacidade de
alguns sistemas dindmicos apre-
sentarem trajetdrias errdticas pro-
ximas das trajetérias geradas por

Rewna

explicar o que atualmente conhe-
cemos com a ajuda dos modelos
ndo-lineares, como por exemplo, as
flutnacdes irregulares ao longo do
tempo com um padriio repetitivo,
ou o conceito de Universalidade de
Feigenbaum e por tltimo a desco-
berta de estruturas estdveis sem
aleatoriedade a partir de observa-
coes do mundo real, i.e., na essén-
cia dos fendmenos econdmicos
observdveis. A pretensdo dos eco-
nomistas matematicos dos ultimos
100 anos era exatamente esta, ou
seja, descobrir as leis que regiama
economia.

equagdes probabilisticas. As Figu-
ras (1A, 1B e 1C) apresentam duas
curvas, que apesar de apresentarem
o mesmo padrdo, foram geradas de
forma bem diferentes, uma através
de uma equacfio deterministica,
funcdo logfstica, e a outra através
de uma varidvel probabilistica.

1B

Sequéncia Gerada pela Fungéo
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A economia como qualquer outra
ciéncia ndo estd imune a estes ti-
pos de trajet6rias. Pelo contrério
somos mais susceptiveis a este tipo
de problema, jd que o préprio com-
portamento dos agentes econdmi-
cos através das suas expectativas
tornam os modelos lineares sim-
ples em modelos nio-lineares'’, co-
mo é o caso do teorema de Cobweb,
que iremos tratar em seguida.

Os modelos de crescimento econd-
mico eram classificados como
madelos de crescimento exégenos,
onde os choques externos eram
usados para explicar as flutuagoes
econdmicas, e uma vez passadas a

2. A Teoria do Caos '?

recisar o momento da desco-

berta da teoria do caos ¢ uma
tarefa dificil, j4 que os matemdti-
cos e fisicos do século passado ja
tinham ciéncia da existéncia de 6r-
bitas caéticas em sisternas dinami-
cos nio-lineares. Henri Poincaré
sabia que sistemas dindmicos néo-
lineares de baixa dimensdo pode-
riam exibir comportamentos com-
plexos, aparentemente aleat6rio. A
impossibilidade de calcular estas
trajet6rias, ou de resolvé-las nume-
ricamente limitou grandemente as
pesquisas nesta drea da matemdti-
ca durante aqueles anos. As solu-
¢cBes qualitativas, muitas das vezes,
ndo eram suficientes para entender
um fendmeno complexo, como 6r-
bitas caéticas. Somente com 0O

economia voltaria a sua trajetoria
normal; ou em modelos de cresci-
mento endégenos, onde se procu-
rava estudar os mecanismos inter-
nos que poderiam ser responsaveis
pelas flutuagSes nos pregos e quan-
tidades em um determinado mer-
cado. No modelo Keynesiano, por
exemplo, os ciclos econdmicos po-
deriam ser gerados através da in-
teragiio do multiplicador com o
acelerador '!. Qutros trabalhos nos
moldes dos modelos de crescimen-
to endégenos sdo os trabalhos de
Harrod, Kalecki, Samuelson,
Schumpeter, Wicksell e Hayek, na
década de 30; Meltzer e Kaldor na
década de 40; Goodwin e Hicks na

surgimento dos computadores di-
gitais é que tornaram possiveis o
célculo destas trajetérias.

Atualmente existem vdrias defini-
¢Oes de caos, e a que usaremos serd
aquela apresentada pela Royal
Society Conference on Chaos, em
1986, onde se definiu da seguinte
forma: Sistemas determinfsticos
com comportamento estocastico.
Esta definigfio, apesar de parecer
contraditéria, pois os modelos
deterministas nio tem possibilida-
de de apresentarem movimentos
aleatérios, ja que estes sdo exclu-
sivos dos modelos probabilisticos,
ela encerra a esséncia da teoria do
caos e levanta uma questdo muito
importante, a qual nos referiremos
mais adiante.

19 [sto ocorre porque s¢ Wrmg necessdrio modelar explicitamente
axsim reavivamos wma idéia antiga, especialmente keynesiana,

Grandmont (1987).

U Para wma-andlise mais detathadd ver Zarnowitz (1985):
2 Para uima introdugdo ndo matemdtica sugerimos Gleick (1987).

1 Yaridveis aleatérias que inferferem no sisten.
1 Este fonte de aleatoriedade consiste, também, na incapaci

infinita.

década de 50; e Rose e Haberle
na década de 60.

A Teoria do Caos Deterministico
através dos estudos das dindmica
complexas em sistemas determi
nisticos foi o principal element
para o reavivamento da teoria do
ciclos endégenos. Pois atualmen
te, 0s economistas estdo conscien
tes de que mesmo na auséncia d
choques externos, a economia p
der4 continuar apresentando rb
tas periddicas complexas, torna
do-se dificil de distingui-los d
séries temporais puramente est
casticas.

O que queremos dizer € que, alé
dos ruidos externos'? existem pelg
menos outras duas fontes de ale
toriedade dos sistemas dinimic
néo-lineares que sdo: ndo-lineark:
dade intrinseca dos sistemas e se
sibilidade dos sistemas com re
¢do aos valores de contornos
modelo'*. Para a Economia est
fontes geradoras de 6rbitas cad
cas nos modelos matematicos s
de extrema importancia, j& que
grande maioria dos modelos
némicos sofrem algum tipo:
aleatoriedade. "

O primeiro estudo sobre or

caéticas foi o estudo de Lore
(1963), onde foi desenvolvido
modelo dinimico com 6rbitas
Gticas estdveis, 0 que era impos

& comportamento otimizador dos agentes envolvidos. O mais interessante
de ‘que 0s ciclos econdmicos sdo causados pela volatilidade das expectativ

dade de mensuracao perfeita das varidveis fisicas, principalmente, em uma pr




acontecer de acordo com as
os sistemas dindmicos, ja
ndo poderiam apresentar
amentos irregulares estd-
sistemas dinimicos po-
“ 'apresemar 6rbitas estdveis
is 20 mesmo tempo, como
o de colocarmos um lapis
 sobre a sua ponta. Neste
0 sistema era instdvel, pois

rvariai;éo no sisterna, cho-
6geno, levaria 0 modelo para
1 posigio de equilibrio. O
40 aconteceria com uma

dém
pelo
ilea-

1icos y :
eari- 0 sistema de equactes di-

sen- utilizados para explicar
rela- 6es meteorolégicas ao lon-

s do empo apresentava movi-
estas .

:f:; 0 tempo. A figura abaixo
que a orbita gerada pelo mode-
; eco- orenz. Apesar do sistema
o de tar orbitas limitadas, den-
m intervalo, porém, elas
sbitas ¢ repetirdo.
orenz .
nos ver a sensibilidade
los ca6ticos & pequenas

os valores de contorno
mos a seguir 0 mesmo

Lorenz com uma vari-
ena nos seus valores de

Figura 2 Atrator de Lorenz
Figura 3

de

ntomo

E por tltimo vamos mostrar o que

nos parimetros do modelo de

acontece para pequenas variagdes Lorenz.
Figura 4
Atrator de Lore Variag
Parametros

;edqdé é conhecida por: “Estabilidade de Smale”
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Figura S

Atrator de Lorenz

Variagao nos
Parametros

Os graficos da esquerda, nas duas
figuras acima, mostram o atrator de
Lorenz para os valores originais.
Os outros dois graficos da direita
mostram uma variagdo positiva
menor de 1% nos valores dos trés
parametros e uma varia¢do negati-
va menor de 1% nos valores de
apenas dois dos pardmetros, res-
pectivamente.

Este exemplo apresentado ilustra

de forma simples as idéias mais
importantes da Teoria do Caos.
Virias outras implicagSes existem,
como é o caso do Efeito Borbole-
ta's, geometria fractal'” e universa-
lidades'®, que sdo de grande impor-
tancia para a economia, e que ndo
foram abordados aqui devido a sua
complexidade matematica.

Durante os ultimos anos a literatu-
ra sobre caos cresceu rapidamente

3. O Modelo da Teia de Aranha e Teoria do Caos

modelo tem sido estudado

exaustivamente na literatu-
ra econdmica, parece que ja ¢ mais
ou menos padrio a sua utilizagdo
para ilustrar a Teoria do Caos. O
nosso objetivo nesta segdo € 0 de
gerar uma variagio do modelo ori-
ginal, e assim estudar a sua com-
plexidade dindmica, como éocaso
de Hommes (1994), Artstein
(1983), Chiarella (1988), Finkens-
tidt e Kuhbier (1992), Homes ¢
Manning (1988), Hommes (1995)

e Baulmol e Quandt (1995). Exis-
tem vérias maneiras para transfor-
marmos este modelo linear em um
ndo-linear, as mais comuns sao:
transformar a curva de oferta li-
near em uma fungdo logistica, que foi
adotada neste artigo, ou transfor-
ma-la em uma fung¢éio com um pon-
to de saturagdo bem determinada,
que é o casodacurvaS. Viérias ou-
tras transformagOes poderiam ser
adotadas, ao custo de termos um
modelo ndo-linear mais complexo.

1 para maiores detathes veja Gleick (1987).

17 m trabalho mais completo sobre o assunto & Stewart (1984)
18 Pora maiores detalhes veja Cvitanovic (1989)

¢ Bai (1989).

em diferentes areas como €cono-
mia, fisica, matematica, biologia,
ecologia, quimica e meteorologia.
Os fendmenos ligados a Turbulén-
cia, que muito intrigavam 0s fisi-
cos, comegaram a serem estudados
através de modelos simples com
trajetorias complexas. O trabalho
mais importante para tornar popu-

 lar, no meio matematico, 0 caos foi

Li e Yorke, Period Three implies
Chaos, provando que os sistemas
ndo-lineares que apresentavam
caos ndo eram as excegdes cOmMoO
se imaginava, mas a regra geral.

Atualmente as pesquisas referen-
tes a Teoria do Caos seguem 3 ca-
minhos principais, que sdo: Inves-
tigagio matematica dos sistemas
dinamicos ndo-lineares; Aplica-
¢des dos resultados tedricos em
modelos reais; e Analises de sinais
experimentais. Durante 0s proxi-
mos anos provavelmente novos re-
sultados irdo surgir, tornando a
Teoria do Caos um ramo fascinan-
te de pesquisa tedrica e pratica.

A opgdo pelo modelo Cobweb i
devido a sua simplicidade econd
mica e pela sua importancia n
entendimento sobre o papel da
expectativas na estabilidade dossis
tema, como foi provado p¢
Nerlove em 1958, quando este ad
cionou uma nova equagdo, com
finalidade de explicar o impac
das expectativas adaptativas
modelos econdmicos. A conclusi
que ele chegou erade que © mod




bweb apresentava uma traje-
stavel ao longo do tempo de-
pectativas. E importante

modelo Cobweb é um sis-
ma dindmico derivado do
o de oferta e demanda.
lo assume que a oferta rea-
a variacdo de precos com
asagem de um perfodo,
nto que a demanda depende
o corrente. A razdo para esta
em reside no fato da pro-
o ser instantinea, isto é,
de um perfodo fixo de

m;éa da equagéo 1 € :

lembrar que Nerlove estava traba-
lhando com um modelo linear. A
pergunta que tentaremos responder

G‘Mo&elo Linear Cobweb'®

lor absoluto de b, em relagioa p,

jique b, /b<0. Desta forma os
precos oscilardo em torno do valor
de equilibrio. As oscilagdes podem
ser explosivas, de amplitude cons-
tante ou amortecidas de acordo
com lbll > ib! ou lbrt = lbl ou
b, < 8]

O que aconteceria se os produto-
res utilizassem as suas expectati-
vas na defini¢do da sua producdo
ao invés de praticar os precos pas-
sados ? Terfamos um modelo com
expectativas adaptativas, sendo que
a quarta equagdo expressa a lei de
formagdo das expectativas.

Equacio 2
D, =a+b-p,
Sr =4, +bl Py
D, =S,

P = Py +C(pt-l "P:-z)

Onde:

p, = expectativa de prego

¢ = acelerador das expectativas

es : talhes ver Gandolfo (1997)

Rewsa

é esta - qual seria o comportamen-
to dos precos em uma versdo ndo-
linear do modelo Cobweb ?

Depois de algumas substitui¢coes
chegamos a seguinte equacio de
segunda ordem de diferengas
finitas:

b-p—b-(+0)py+h-cp,=a-a

A posicdo de equilibrio € a solu-
¢do para o caso ndo homogéneo?*!
assim ficaria:

p. = a, —d
‘" b-b,

A fungio caracteristica do modelo

-

C:

__bl-(1+c).l+bl~c:0

b b

2‘2

As condigOes de Estabilidade da

equagdo sdo:

Equaciio 3
(helve) be b,
b b
RN
b
phere bre | b0429
b b b

i ' i Yy : g, - . e
dp case ndo homogéneo. Assim P, =7;:—_f7 , que € exatamente  solugdo do modelo quando p = p=p .
y , -

de caso nio homogéneo é também a solugdo do modelo estdtico, como vimos anteriormente.
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Supondo ¢ >0, a primeira e a
segunda inequagdes sdo satisfeitas
e a terceira inequagdo pode ser
transformada para :

b 1

b 1+2-c

ja que 1/(1+2-c)>1, entdo a
condigiio de estabilidade® no mo-
delo com expectativa é bem mais
restritiva do que no modelo original.

Supondo ¢ <0, a primeira ine-
quagdo ¢ satisfeita enquanto que as
outras duas ficariam:

A segunda equagdo:

b 1
-b -c

enquanto que a terceira :

L
-b 1+2-c

A inequagfio mais restritiva ird de-
pender do pardmetro® ¢, Assim po-
demos concluir o seguinte : O fato
dos produtores esperarem que 0S
precos mudem de sentido é um ele-
mento de estabilidade do modelo.

3.2. O Modelo Cobweb Ndao-Linear

primeiro passo € transfor-

mar o modelo linear emum
modelo ndo-linear. Com este ob-
jetivo vamos manter a curva de
demanda linear, e utilizar uma ver-
siio nio-linear da curva de oferta.
A dinmica dos pregos serd descrita
por uma equagdo recursiva e nao-

linear, x,,, = f(x).

Existem algumas variagdes possi-
veis no modelo Cobweb para
transforma-lo em um modelo que
gere Grbitas complexas. Geralmen-
te utiliza-se uma fungdo ndo-li-
near para descrever o comporta-
mento da oferta ou para descrever
o processo de formagdo das expec-
tativas, que neste caso sio do tipo
adaptativas. Hommes (1995) optou
por um modelo onde a curva de

oferta € do tipo S-shaped. Esta es-
colha tem mais significado econd-
mico do que o modelo que foi op-
tado, tipo quadrética. Mas o que
motivou a escolha da curva logis-
tica foi devido a sua simplicidade
e da sua caracteristica® diddticaem
relagio ao modelo de Hommes.

O modelo geral é: Equacdo 4

0/ =D(p,)
0 =8(p;)
o' =0;

pi = pf-x +w(p,, — Piy)

onde :
0swegl

p; = expectativas dos produtores

Desta forma, as condigées de es-
tabilidade tém que ser mais restri-
tivas do que no modelo original,
i.e., sem expectativas.

Esta conclusfo ja é bem conhecida
pelos economistas, segundo Ner-
love as expectativas tornam o mo-
delo Cobweb mais estdvel. A per-
gunta que queremos responder ago-
ra é a seguinte: Se variarmos a
equacdo de oferta e a de formagdo
das expectativas de modo que o
modelo se torne em um modelo
quadratico, a estabilidade serd pre-
servada?

Como sabemos através da escolha
correta das funcionais para as cur-
vas de demanda e oferta, poderemos
aproximar o modelo por uma equa-
¢do de diferengas finitas ndo-line-

ardaforma p,, =p-p,-(1-p,).

Mesmo considerando que este mo-
delo ndo pode ser aplicado para
explicar o movimento dos pregos
em um determinado mercado, ele
serve para ilustrar a grande varie-
dade de movimentos que devemos
esperar quando estivermos traba-
lhando com modelos mais realis-
tas. A licdo mais importante que
podemos aprender com este mode-
lo é que apesar do movimento dos
precos parecerem randdmicas,
como geralmente se acredita, mu

tas vezes poderiamos, com auxilio

% Nio estamos considerande ¢ caso em que as expectativas estdo movendo na direciio que estio os pregos, pois neste case terlamos que estudar ¢
gite aconteceria con o discriminunte da furigdo caracteristica, ¢ isto estd além do gue nos propomes aqui.

¥ Istp ocorre para c‘>——-;, Nos oulros cdsos a inequacdo € sempre satisfeita.

% A gndlise e o desenvolvimento dos valores de c estdo em Gandolfo (1997).

3 Este é o objetive principal deste artigo.




a do caos, descobrir alguns
es nas flutuacdes de precos e
elhorar a capacidade de
as oscilagOes nos precos®.

do para a nossa fungfo :

dmica da equacgdo 5 é de-
rminada pelo pardmetro

€, para diferentes valores

Equacio 5
p:-i—l = lu’ k pt ’ (1 "'0001}9;)

Esta equag@o explica a trajetéria
dos pregos ao longo do tempo. A

| Propriedades Dinamicas da Equagéo 5%

teremos trajetdrias diferentes. As
Figuras de 6 a 15 representam as
vérias simulagdes da equagfo para
valores de’ tl, no‘intervalo [0,4].

EW

primeira vista parece nfio apresen-
tar dificuldade nenhuma para ana-
lise. Mas quando analisamos o
comportamento para vérios valo-
res de [ é que percebemos a rica
variedade de comportamento.

a) Dindmicas descritas, pela equa-
¢do 5, para o intervalo de 4 com-
preendido entre 0 < i <1, repre-
sentadas na Figura 6, a seguir.

Dinamica descrita parami= 0,6 e Po = 200

1600

00 3
115 0
188
s 1%
iog
10
7% /
§6 5
43 el

s

580075 100 135 150 195 209

1o 15 20 £5

os perceber que

‘ pfa;fa qualquer valor de
( . Este limite ¢ al-
ara qualquer valorde [,

menor do que 1. O que queremos
dizer que 0 € o ponto fixo da nossa
equacdo.

O que aconteceria para valores de
[ maior do que 1. As dindmicas
sofrem uma grande mudanga qua-
litativa, isto ocorre por causa dos

efeitos da nfo-linearidade do mo-
delo.

b) Dinémicas descritas, pela equa-
¢do 5, para o intervalo de U com-
preendido entre 1< 1t <3.0, re-
presentadas nas Figuras 7 e 8, a
seguir.

Dindmica descrita parami =225 e Po= 200

500
560
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"\ 510
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& 569 1o
5o one 40550550 570560590 SOULLY

550 Q
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$56

554

§52
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sstudar

iro vem utilizande modelos nio-lineares para entender a caracteristica interna dos mercados financeiros.
e nos trabalhos de Savit (1993), Weiss (1995), Hommes (1995} ¢ May (1976).
a letra grega B foi substitufda por “mi”.
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Dinamica descrita para mi = 2,75 ¢ Po = 200

Figura 8
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Para estes valores de [ nossa

equagio apresenta um ponto fixo¥,
que tem a caracteristica de atrair

as trajetérias de p, . Paraqualquer
valor de contorno sobre o €ixo X,
com excegdo da origem, tem o pon-
to fixo como bacia de atrag@o para
qualquer valor de [l no intervalo
[1,3]. As bacias de atragdo nos
mostram que, para qualquer valor

Figura 9

Dinamica descrita para mi = 3,15 e Po = 800

de contorno, as trajetdrias serdo
atrafdas para o ponto fixo. No caso
do atrator de Lorenz existem duas
bacias de atrac@o.

¢) Dinamicas descritas, pela equa-
¢dlo 5, para o intervalo de [ com-
preendido entre 3.0 < 1t <3.50,

representadas nas Figuras 9 e 10, a
Seguir.

Quando i atinge o limite 3, as tra-
jetérias comegam a apresentar uma
variagio significativa, ou seja, a
seqiiéncia oscila indefinidamente
entre dois valores. Como podemos
observar as duas figuras abaixo,
onde [ assume o valor 3.15¢ 0
valor de contorno varia de 800 para
100, mostrando a bacia de atragao
do modelo.

1600 p

A

§00

B
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2 Ng realidade o modelo apresenta dois pontos fixos, pois o valor de p
4

=0 & um ponto-fixo com caracteristica de repelir as trajetérias de p.
i




e, ou ciclo-2, como podemos observar na Figura 10, a seguir.

Dingmica descrita parami=315¢ Po =100

Revsna

a B, da direita, é um “zoom” da secdo do grifico que contém um dos valores ciclico da seqiiéncia. O

r de contorno nio é muito importante, j4 que a longo prazo a trajetéria de p, ird convergir para este ciclo
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co da equagdo 6 fica :

P2 =i -A=p) p-l-11-(1—p)-p]

Ciclo -2

6.4 (¥ 8.8

itersegdes correspondem
ntos do ciclo-2 e ao pon-
da equagio inicial, equagdo

ras frajetérias aparecem
1 — 3.449 que agora ird

apresentar ciclo-4, este processo ird
ocorrer até que M atinja um de-
terminado valor, € o ciclo-4 bifur-
ca-se em ciclo-§8, e mantém-se es-
tavel durante certos valores de [f,
até bifurcar-se em ciclo-16. Este
fenGmeno ndo ocorrera indefinida-
mente, mas sim até o ponto que

[l =3.5699, na qual o 2"-ciclo
ndo mais descreverd o movimento
dos precos a longo prazo. Neste
valor o ciclo se tornard infinito
nunca se repetindo, como podemos
observar no gréafico da Figura 12,
a seguir.

41



& R R w0
= Rosemsiio 22 Falima Machad 5,
— AN A -
Campug Aimors

Rewna

Figura 12 Dinamica descrita parami =357 2 Po = 200
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Para podermos perceber que 0 ciclo é infinito, reproduzimos os graficos de ciclo-2, ciclo-4 e ciclo-8, nas
Figuras 13, 14e 15,2 seguir.

Figura 13
Ciclo - 2 : Dinamica Cadlica

Figura 14

Ciclo - 4 : Dinamica Cadtica
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Ciclo - 8 : Dinagmica Cadtica

2&%

0.4
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> estejam dentro deste in-
3.5699 < 1 < 4, o mapa
co apresentard trajetérias

ao

do Caos apesar da
mplexidade mate-
tornando a base ma-
_importante para os

que estudam as

am grandemente uti-
modelos end6genos para
Tutuaces da economia,
andonado, quase que por
y, durante as proximas dé-
delos de choques ex-

m amplamente utiliza-
palmente porque os mo-
opagacdo de impulsos
ansformados em mo-
nométricos do tipo

o de primeira ordem.

e sabemos que os mode-

cadbticas. E importante ressaltar que
apesar de apresentar ciclos infini-
tos, as trajetérias serdo préximas

umas das outras, i. e., todos os va-

los ndo-lineares e dindmicos, quan-
do apresentam caos, produzem
movimentos que parecem com 0S
obtidos com os modelos autore-
gressivos de primeira ordem, mos-
trando que os modelos end6genos
podem, afinal; explicar vérias ca-
racteristicas internas da economia,
ndo precisando, como geralmente
costumava ocorrer, lancar-se mios
de recursos exdgenos da economia
com o fim de gerar flutuacdes eco-
ndmicas.

A Teoria do Caos provavelmente
ndo teria muita utilidade, se nio
fosse a sua caracteristica de univer-
salidade, isto €, a existéncia de al-
gum padrio® de ordem, uma vez que
caos, aqui, ndo significa desordem.
Esta descoberta € fascinante para
08 economistas tedricos ou nio,
pois, processos simples, produzin-
do uma miriade de complexidades

correto dizer que possuem comportamentos semelhantes no longo prazo.

lores na vizinhanga de p, apresen-
tardo 6rbitas préximas, mas nunca
coincidentes, esta caracteristica é
conhecida como “estabilidade do
ciclo limitado infinito”.

sem aleatoriedade, isto significa
que apenas precisamos combinar
um modelo ndo-linear com um pro-
cesso de retroalimentagfio - que ja
¢ tdo comum aos economistas ma-
tematicos - para podermos criar um
modelo cabtico que explique as
flutuagGes econOmicas a partir de
pressuposto de que os mecanismos
de mercado sdo predominantemen-
te instdveis devido as forcas inter-
nas da economia.

As implicag¢des sdo inlimeras, a li-
teratura sobre caos em economia
cresce em uma velocidade espan-
tosa, provavelmente sinalizando o
caminho que devemos seguir para
atingirmos o sonho dos grandes
pensadores do passado: a constru-
¢do de um modelo simples para ex-
plicar o comportamento geral da
economia. Provavelmente eles ndo
estavam se referindo a modelos




simples que apresentassem dinmi-

As técnicas mateméticas durante
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